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En este capitulo vamos a ver que en algunos aspectos las funciones
holomorfas se comportan localmente de forma parecida a las
funciones polinémicas. Ello se debe, naturalmente, a que las
funciones holomorfas son analiticas y, por tanto, localmente, son
limites uniformes de sucesiones de funciones polinémicas (sus
polinomios de Taylor).
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Es sabido que una funcidn polinémica p(z) tiene un cero de orden k
en un punto aeC, si dicha funcion y todas sus derivadas, hasta la de
orden k — 1 inclusive, se anulan en a y la derivada de orden k no

se anula en a.
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Es sabido que una funcidn polinémica p(z) tiene un cero de orden k
en un punto aeC, si dicha funcion y todas sus derivadas, hasta la de
orden k — 1 inclusive, se anulan en a y la derivada de orden k no
se anula en a.

Ademads, si una funcién polinémica p(z) tiene un cero de orden k en
un punto a entonces dicha funcion factoriza en la forma

p(z) = (z —a)*q(z) donde q(z) es una funcién polinémica que no se
anula en a.
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No es posible extender este concepto de orden de un cero a
funciones reales no polinémicas.

Por ejemplo, la funcion real de variable real

fx)=eV*  six#0
f(0)=0

es de clase €*° en R. Tanto f como todas sus derivadas se anulan en
0. ¢ Debemos decir que f tiene un cero de “orden infinito” en a = 0?
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Los ceros de una funcién polinémica son, evidentemente, un
conjunto de puntos aislados en C.

Consideremos la funcién

g(x)=x3sen% Six #0
g(0) =0

Tenemos que g es de clase € en R y se anula en 0 y en todos los
puntos de la sucesion x, = 1/nx. Por tanto, en cualquier entorno de
0 hay infinitos ceros de g, es decir el conjunto de los ceros de g
tiene a 0 como punto de acumulacion.
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En contraste con esta situacidn, vamos a ver que los ceros de las
funciones holomorfas pueden caracterizarse de forma parecida a los
ceros de las funciones polindmicas. El resultado principal es el
siguiente.
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En contraste con esta situacidn, vamos a ver que los ceros de las
funciones holomorfas pueden caracterizarse de forma parecida a los
ceros de las funciones polindmicas. El resultado principal es el
siguiente.

Sean © un dominio en C, f una funcién holomorfa en Q y
Z(f)={zeQ:f(z)=0}

el conjunto de los ceros de f en Q. Equivalen:
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En contraste con esta situacidn, vamos a ver que los ceros de las
funciones holomorfas pueden caracterizarse de forma parecida a los
ceros de las funciones polindmicas. El resultado principal es el
siguiente.

Sean © un dominio en C, f una funcién holomorfa en Q y
Zf)={zeQ:f(z)=0}
el conjunto de los ceros de f en Q. Equivalen:

@ El conjunto Z (f) tiene un punto de acumulacion en €2, es decir,
ZEY NQ #£0.
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En contraste con esta situacidn, vamos a ver que los ceros de las
funciones holomorfas pueden caracterizarse de forma parecida a los
ceros de las funciones polindmicas. El resultado principal es el
siguiente.

Sean © un dominio en C, f una funcién holomorfa en Q y
Zf)={zeQ:f(z)=0}
el conjunto de los ceros de f en Q. Equivalen:

@ El conjunto Z (f) tiene un punto de acumulacion en €2, es decir,
ZEY NQ #£0.

@ Existe un punto a €  tal que f®(a) = 0 para todo k € N U {0}.
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En contraste con esta situacidn, vamos a ver que los ceros de las
funciones holomorfas pueden caracterizarse de forma parecida a los
ceros de las funciones polindmicas. El resultado principal es el
siguiente.

Sean © un dominio en C, f una funcién holomorfa en Q y
Zf)={zeQ:f(z)=0}
el conjunto de los ceros de f en Q. Equivalen:

@ El conjunto Z (f) tiene un punto de acumulacion en €2, es decir,
ZEY NQ #0.
@ Existe un punto a €  tal que f®(a) = 0 para todo k € N U {0}.

@ f es la funcién constante cero en .
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Principio de identidad para funciones holomorfas

Si dos funciones holomorfas en un dominio 2 coinciden en un
subconjunto de 2 que tiene algin punto de acumulacion en
entonces dichas funciones coinciden en .
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Sea 2 € C un dominio, f € #(2) una funcién no idénticamente nula
en Q. Sea
Zf)={zeQ:f(z)=0}

el conjunto de los ceros de f en Q. Entonces:
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Sea 2 € C un dominio, f € #(2) una funcién no idénticamente nula
en Q. Sea
Zf)={zeQ:f(z)=0}

el conjunto de los ceros de f en Q. Entonces:

@ Todo punto de Z (f) es un punto aislado de Z (f).
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Sea 2 € C un dominio, f € #(2) una funcién no idénticamente nula
en Q. Sea
Zf)={zeQ:f(z)=0}

el conjunto de los ceros de f en Q. Entonces:

@ Todo punto de Z (f) es un punto aislado de Z (f).

@ Z(f) es numerable.
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Orden de un cero

Sea f una funcién holomorfa y no idénticamente nula en un dominio
Q y supongamos que f tiene un cero en un punto a€ Q. Sea

k =min{n e N: f(a) % 0}

Decimos entonces que f tiene en a un cero de orden k.
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Caracterizacion del orden de un cero

Sea f una funcién holomorfa no idénticamente nula en un dominio .
Dado a € €2, se verifica que f tiene en a un cero de orden Kk si, y s6lo
si, existe una funcién holomorfa en €2, g, de forma que g(a) #0y
f(z) = (z — a)*g(z) paratodo z € Q.
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Regla de L'Hopital

Sean f ,g dos funciones holomorfas no idénticamente nulas en un
dominio 2. Supongamos que f(a) = g(a) = 0 en un punto a€ Q.
Entonces
/
jim 1 &) _ i 1@
zag(z) 2>ag'(2)
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En lo que sigue vamos a ver un procedimiento natural de extender
analiticamente una funcién holomorfa dada que nos va a llevar a considerar
funciones multiformes complejas muy generales.
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En lo que sigue vamos a ver un procedimiento natural de extender
analiticamente una funcién holomorfa dada que nos va a llevar a considerar
funciones multiformes complejas muy generales.

Para empezar, considera la serie de potencias Z z" que tiene radio de

n=0
convergencia 1 y define una funcién analitica en D(0, 1) dada por:

f)=> 2", (zI<d
n=0
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En lo que sigue vamos a ver un procedimiento natural de extender
analiticamente una funcién holomorfa dada que nos va a llevar a considerar
funciones multiformes complejas muy generales.

Para empezar, considera la serie de potencias Z z" que tiene radio de
n=0
convergencia 1 y define una funcién analitica en D(0, 1) dada por:

f)=> 2", (zI<d
n=0

La serie que define a f no converge para |z| = 1, es decir, la funcién asi
definida no tiene sentido para z ¢ D(0, 1). Sin embargo, hay una funcién
analitica definida en un dominio méas grande que D(0, 1) y que extiende a f:

Javier Pérez Gonzalez Métodos Matematicos | Propiedades locales de las funciones holomorfas



En lo que sigue vamos a ver un procedimiento natural de extender
analiticamente una funcién holomorfa dada que nos va a llevar a considerar
funciones multiformes complejas muy generales.

Para empezar, considera la serie de potencias Z z" que tiene radio de
n=0
convergencia 1 y define una funcién analitica en D(0, 1) dada por:

f)=> 2", (zI<d
n=0

La serie que define a f no converge para |z| = 1, es decir, la funcién asi
definida no tiene sentido para z ¢ D(0, 1). Sin embargo, hay una funcién
analitica definida en un dominio méas grande que D(0, 1) y que extiende a f:

1
La funcién h = —.
unci (2) T—>
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En lo que sigue vamos a ver un procedimiento natural de extender
analiticamente una funcién holomorfa dada que nos va a llevar a considerar
funciones multiformes complejas muy generales.

Para empezar, considera la serie de potencias Z z" que tiene radio de
n=0
convergencia 1 y define una funcién analitica en D(0, 1) dada por:

f)=> 2", (zI<d
n=0

La serie que define a f no converge para |z| = 1, es decir, la funcién asi
definida no tiene sentido para z ¢ D(0, 1). Sin embargo, hay una funcién
analitica definida en un dominio méas grande que D(0, 1) y que extiende a f:
1

— Z )

La funcién h(z) = 1

Dicha funcién es analiticaen 2 = C \ {1}. Claramente D(0,1) C Qy
f(z) =h(z) VzeD(0,1).
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Consideremos ahora que tenemos una funcién analitica definida por una
serie de potencias convergente en un cierto disco:

f@)=) az-a)", (z—al<R)
n=0

Es natural preguntarse si dicha funcién puede prolongarse mas alla del disco
donde esta inicialmente definida sin perder la analiticidad.
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Consideremos ahora que tenemos una funcién analitica definida por una
serie de potencias convergente en un cierto disco:

(@)=Y az-a" (z-a <R

n=0

Es natural preguntarse si dicha funcién puede prolongarse mas alla del disco
donde esta inicialmente definida sin perder la analiticidad.

La idea para extender f de forma analitica, es considerar un punto cualquiera
b # a en el disco D(a, R) donde inicialmente esta definida f y desarrollar f en
serie de potencias centrada en b. De esta forma obtenemos una nueva serie
de potencias Y_ bn(z — b)" con radio de convergencia Ry > 0 que define una
funcioén:

o0

f(2) =) baz—b)",  (z—b| <Ry)

n=0

tal que f1(z) =f(z) paratodo zeD(a,R) N D(b, Rp).
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Puede ocurrir que el disco D(b, Ry) se salga fuera del disco D(a, R). En tal
caso, la funciéon F : D(a,R) U D(b, Ry) — C dada por:

_ [ f(z), parazeD(a,R);
F@) _{ fi(z), parazeD(b,Rp).

es una extension analitica de f al dominio D(a,R) U D(b,Ryp). Lo mas
interesante es que esta es la Unica posible extension de f a dicho dominio
como se deduce facilmente del principio de identidad. Podemos repetir
ahora con f; este mismo proceso y asi podriamos continuar indefinidamente
(al menos en teoria). De esta forma lo que obtenemos es una coleccion de
series de potencias con sus discos de convergencia, la unién de los cuales
es un abierto en el que podemos definir una “funcién” que “prolonga
analiticamente” a la funcién inicial. Puede ocurrir que la “funcion” asi
obtenida no sea una verdadera funcidn sino una correspondencia, es decir,
una funcién multiforme. Resulta asi que las funciones multiformes complejas
aparecen de manera completamente natural en el proceso de prolongacion
analitica.
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Llamaremos elemento de funcion a un par (f, D) donde D es un
disco abierto y f e # (D).
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Llamaremos elemento de funcion a un par (f, D) donde D es un
disco abierto y f e # (D).

Dos elementos de funcién (fo, Do), (f1, D1) se dice que son
prolongacién analitica directa uno deotrosiDoND; # @y
fo(z) =f1(z) para todo z e Dy N D;. En tal caso escribiremos

(fo. Do) ~ (f1,D1)
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Llamaremos elemento de funcion a un par (f, D) donde D es un
disco abierto y f € # (D).

Dos elementos de funcién (fo, Dp), (f1, D1) se dice que son
prolongacién analitica directa uno deotrosiDoND; # @y
fo(z) =f1(z) para todo z e Dy N D;. En tal caso escribiremos

(fo. Do) ~ (f1,D1)

La relacion asi definida es claramente simétrica.
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Llamaremos elemento de funcion a un par (f, D) donde D es un
disco abierto y f € # (D).

Dos elementos de funcién (fo, Dp), (f1, D1) se dice que son
prolongacioén analitica directa  uno de otrosiDoN D1 # @y
fo(z) =f1(z) para todo z e Dy N D;. En tal caso escribiremos

(fo. Do) ~ (f1,D1)

La relacion asi definida es claramente simétrica.

Es importante observar que si (fo, Do) ~ (f1,D1) Y (fo, Do) ~ (91, D1)
entonces f; = g;. Pues se tiene que para todo zeDy N D; es

f1(z) =fo(z) = g1(2), Y, por el principio de identidad, se sigue que
f1(z) = g1(z) para todo z € D;. En otras palabras, una prolongacién
analitica directa de un elemento de funcién esta determinada de
manera Unica por dicho elemento.
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No siempre es posible prolongar un elemento dado de funcion. Por
ejemplo, el elemento de funcién (f, D(0, 1)) donde

fzy=>)"z" (z|<1
n=0

no puede prolongarse fuera del disco unidad porque para todo
numero racional r e Q se verifica que Iimlf(,o e") = oo, es decir, f

r—

r<1
tiene limite radial infinito en todo punto de la circunferencia unidad de
la forma e" conr eQ y tales puntos forman un conjunto denso en
C(0,1)*.
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Una cadena de discos es un conjunto finito de discos abiertos
€ ={Dg,D1,...,Dn} talesque Dy_1 "Dy #PB parak =1,2,...,n.
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Una cadena de discos es un conjunto finito de discos abiertos
€ ={Dg,D1,...,Dn} talesque Dy_1 "Dy #PB parak =1,2,...,n.

Dado un elemento de funcién (fg, Do), supongamos que hay
elementos (fx, D) tales que (fx—1, Dk—1) ~ (fx, D) para

k =1,2,...,n. Entonces se dice que (f,, D) es una prolongacion
analitica de (fg, Dp) a lo largo de la cadena de discos

€ ={Dy, D1, ...,Dn}. Puesto que cada funcion fy esta determinada
de manera Unica por fx—;, deducimos que f, esta determinado de
forma dnica por fo y €.
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Una cadena de discos es un conjunto finito de discos abiertos
€ ={Dg,D1,...,Dn} talesque Dy_1 "Dy #PB parak =1,2,...,n.

Dado un elemento de funcién (fg, Do), supongamos que hay
elementos (fx, D) tales que (fx—1, Dk—1) ~ (fx, D) para

k =1,2,...,n. Entonces se dice que (f,, D) es una prolongacion
analitica de (fg, Dp) a lo largo de la cadena de discos

€ ={Dy, D1, ...,Dn}. Puesto que cada funcion fy esta determinada
de manera Unica por fx—;, deducimos que f, esta determinado de
forma dnica por fo y €.

Es interesante observar que en este proceso de prolongacién cada
funcion f, solamente esta obligada a “guardar memoria” de la que le
precede fx_1, pero puede ocurrir que Do N Dy # @y las funciones fo y
f, no coincidan en dicho conjunto. Esto se debe a que la relacién
“prolongacién analitica directa” no es transitiva. El siguiente ejemplo
es ilustrativo de lo que puede pasar.
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Sea (fg, Do) un elemento de funcién, v:[0,1] — C una curva con
punto inicial Y(0) que es el centro del disco Dg. Supongamos que hay
elementos de funcion (fx, Dx) 0 < k < ny una particion

tr=1<ti <t <---<t,=1talque (1) es el centro de D, y

Y([ti—1,t]) C Di—1 1<i<n

y tal que (f,, Dn) es una prolongacién analitica de (fo, Dp) a lo largo
de la cadena de discos € = {Dg, Dy, ..., Dn}, se dice entonces que
(fo, Do) puede prolongarse analiticamente a lo largo de Yy que
(fn, Dn) es la prolongacién analitica de  (fp, Do) a través de Y.
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Sea (fg, Do) un elemento de funcién, v:[0,1] — C una curva con
punto inicial Y(0) que es el centro del disco Dg. Supongamos que hay
elementos de funcion (fx, Dx) 0 < k < ny una particion

tr=1<ti <t <---<t,=1talque (1) es el centro de D, y

Y([ti—1,t]) C Di—1 1<i<n

y tal que (f,, Dn) es una prolongacién analitica de (fo, Dp) a lo largo
de la cadena de discos € = {Dg, Dy, ..., Dn}, se dice entonces que
(fo, Do) puede prolongarse analiticamente a lo largo de Yy que
(fn, Dn) es la prolongacién analitica de  (fp, Do) a través de Y.

Aunque en la definicién anterior hay muchos datos, lo importante es
gue la prolongacién analitica a lo largo de una curva Y esta
determinada de forma Unica por el elemento de funcién inicial (fp, Do)
y la propia curva.
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Una funcion analitica en el sentido de Weierstrass  es la coleccién
de todos los elementos de funcion que pueden obtenerse por
prolongacién analitica a partir de un elemento de funcion dado.
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Una funcion analitica en el sentido de Weierstrass  es la coleccion
de todos los elementos de funcion que pueden obtenerse por
prolongacién analitica a partir de un elemento de funcion dado.

Si ¥ es una funcién analitica en sentido de Weierstrass, su dominio
es el abierto © formado por la union de todos los discos de
convergencia de sus elementos de funcion (puede probarse que Q2
es un dominio).
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Una funcion analitica en el sentido de Weierstrass  es la coleccion
de todos los elementos de funcion que pueden obtenerse por
prolongacién analitica a partir de un elemento de funcion dado.

Si ¥ es una funcién analitica en sentido de Weierstrass, su dominio
es el abierto © formado por la union de todos los discos de
convergencia de sus elementos de funcion (puede probarse que Q2
es un dominio).

Para cada punto z € Q se define ¥ (z) como el conjunto de valores
gue toman en z los elementos de funcién de ¥ cuyo disco de
convergencia contiene a z. Por tanto, una funcién analitica en el
sentido de Weierstrass es una “correspondencia analitica”. Vamos a
darle la vuelta a esta situacion y a precisar la expresion
“correspondencia analitica”.
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcién (f, D,) que es una rama holomorfa de ¥ (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcion (f, D;) que es una rama holomorfa de & (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).

b) Dos elementos cualesquiera de ¥ son prolongacién analitica uno de
otro a través de alguna curva en €.
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcion (f, D;) que es una rama holomorfa de & (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).

b) Dos elementos cualesquiera de ¥ son prolongacién analitica uno de
otro a través de alguna curva en €.

c) Todo elemento de funcidn que puede ser obtenido por prolongacion
analitica de un elemento de ¥ es también un elemento de ¥ .
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcion (f, D;) que es una rama holomorfa de & (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).

b) Dos elementos cualesquiera de ¥ son prolongacién analitica uno de
otro a través de alguna curva en €.

c) Todo elemento de funcidn que puede ser obtenido por prolongacion
analitica de un elemento de ¥ es también un elemento de ¥ .

d) Todo elemento (f,D;) de ¥ puede prolongarse analiticamente a lo
largo de cualquier curva contenida en €2 cuyo punto inicial sea z.
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcion (f, D;) que es una rama holomorfa de & (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).

b) Dos elementos cualesquiera de ¥ son prolongacién analitica uno de
otro a través de alguna curva en €.

c) Todo elemento de funcidn que puede ser obtenido por prolongacion
analitica de un elemento de ¥ es también un elemento de ¥ .

d) Todo elemento (f,D;) de ¥ puede prolongarse analiticamente a lo
largo de cualquier curva contenida en €2 cuyo punto inicial sea z.
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Sea ¥ una funcién multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominio 2 C C. Diremos que ¥ es holomorfa o analitica en <2 si:

a) Para cada punto z € 2 hay un un disco, D,, centrado en z y un elemento
de funcion (f, D;) que es una rama holomorfa de & (diremos que estos
elementos pertenecen a ¥ y que z es el centro del elemento (f, D,)).

b) Dos elementos cualesquiera de ¥ son prolongacién analitica uno de
otro a través de alguna curva en €.

c) Todo elemento de funcidn que puede ser obtenido por prolongacion
analitica de un elemento de ¥ es también un elemento de ¥ .

d) Todo elemento (f,D;) de ¥ puede prolongarse analiticamente a lo
largo de cualquier curva contenida en €2 cuyo punto inicial sea z.

Con esta definicién las correspondencias % (z) = Log(z) y €(z) = [z1/"] son
holomorfas en C*.
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Sea ¥ una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definicion es
Q.
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Sea ¥ una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definicion es
Q.

e Sedice que un punto a es un punto singular aislado de ¥, si
hay un disco D(a,r) tal que D(a,r)\ {a} C Q.
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Sea ¥ una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definicion es
Q.

e Sedice que un punto a es un punto singular aislado de ¥, si
hay un disco D(a,r) tal que D(a,r)\ {a} C Q.

e Un punto singular aislado, a, se dice que es un punto de
ramificacion de orden n — 1 de ¥ si la prolongacion analitica de
cualquier elemento de ¥ a lo largo de una curva del tipo

Y(t) =a+ pe? donde t € [0, 1] termina en el mismo elemento de
partida y n es el menor nimero natural con dicha propiedad. Sila
prolongacion analitica a lo largo de curvas del tipo Y(t) = a + pe'?™™
donde t € [0, 1] no conduce nunca al mismo elemento de partida se
dice que a es un punto de ramificacion logaritmico o de orden infinito
de 7.
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Sea ¥ una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definicion es
Q.

e Sedice que un punto a es un punto singular aislado de ¥, si
hay un disco D(a,r) tal que D(a,r)\ {a} C Q.

e Un punto singular aislado, a, se dice que es un punto de
ramificacion de orden n — 1 de ¥ si la prolongacion analitica de
cualquier elemento de ¥ a lo largo de una curva del tipo

Y(t) =a+ pe? donde t € [0, 1] termina en el mismo elemento de
partida y n es el menor nimero natural con dicha propiedad. Sila
prolongacion analitica a lo largo de curvas del tipo Y(t) = a + pe'?™™
donde t € [0, 1] no conduce nunca al mismo elemento de partida se
dice que a es un punto de ramificacion logaritmico o de orden infinito
de 7.

e Se dice que oo es un punto de ramificacion de ¥ si 0 es un punto
de ramificacion de ¢ donde §(z) = ¥ (1/2)
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Principio de reflexion de Schwarz

Sea Q C un dominio contenido en el semiplano superior tal que
Fr(2) N R =1 es un intervalo abierto y definamos Q* = {Z : z € Q}.
Sea f una funcién holomorfa en Q y continua en U | que toma
valores reales en |. Entonces la funcion F : Q U1 U Q* — C definida
por:
{ f(z), sizeQUI;
F(z)=

f(Z), sizeQ*.

es holomorfa.
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Qy
R > Otal que D(a,R) C Q. Entonces
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Qy
R > Otal que D(a,R) C Q. Entonces

1 7 :
f(a) = > f fa+ Re')dt (igualdad de la media)
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Qy
R > Otal que D(a,R) C Q. Entonces

1 7 :
f(a) = > f fa+ Re')dt (igualdad de la media)

esto es, el valor que toma f en el centro de una circunferencia es la
media de los valores que toma en la circunferencia.
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Qy
R > Otal que D(a,R) C Q. Entonces

1 7 :
f(a) = > f fa+ Re'Y)dt (igualdad de la media)

esto es, el valor que toma f en el centro de una circunferencia es la
media de los valores que toma en la circunferencia.

Ademas

1 7 :
f@l <5 f|f(a +Re'Y|dt  (desigualdad dela media)
T

-7
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Sea © C C un abierto. Una funcién ¢ : 2 — R continua en Q2 se
dice que es subarmonica en Q si verifica la desigualdad

g

0(@) < % f o(a+ Re'Yydt

v/

siempre que D(a,R) C Q.
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Sea © C C un abierto. Una funcién ¢ : 2 — R continua en Q2 se
dice que es subarmonica en Q si verifica la desigualdad

g

0@ <5 [ pla+Reat

-7
siempre que D(a,R) C Q.

Segun acabamos de ver, el mddulo de una funcién holomorfa es una
funcién subarmanica.
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Principio del maximo para funciones subarmonicas

Una funcién subarmonica en un dominio que alcanza un maximo
absoluto es constante.
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Principio del maximo para funciones subarmonicas

Una funcién subarmonica en un dominio que alcanza un maximo
absoluto es constante.

Sea © un dominio acotado, ¢ : @ — R continua en Q y subarménica
en Q. Entonces

max{p(z):z € Q} = max{p(z) :zeFrQ}

esto es, el maximo de ¢ se alcanza en la frontera de Q.
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Principio del modulo méaximo

Una funcién holomorfa en un dominio cuyo médulo alcanza un
maximo relativo es constante.
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Principio del modulo méaximo

Una funcién holomorfa en un dominio cuyo médulo alcanza un
maximo relativo es constante.

Una funcién holomorfa en un dominio cuyo mddulo alcanza un
minimo relativo distinto de cero es constante.
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Sean Q C C un dom_inio acotado, f : @ — C una funcién holomorfa
en Q y continua en . Entonces se verifica:
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Sean Q C C un dom_inio acotado, f : @ — C una funcién holomorfa
en Q y continua en . Entonces se verifica:

@ |f| alcanza su maximo en la frontera de 2, es decir,

max{|f(z)|:z € Q} = max{|f(z)|:z € FrQ}
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Sean Q C C un dom_inio acotado, f : @ — C una funcién holomorfa
en Q y continua en . Entonces se verifica:

@ |f| alcanza su maximo en la frontera de 2, es decir,
max{|f(z)|:z € Q} = max{|f(z)|:z € FrQ}

@ Sif no se anula en Q entonces el minimo de [f| también se
alcanza en la frontera, es decir,

min{[f(z)|:z € @} = min{|f (z)| : z € FrQ}
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Sean Q C C un dom_inio acotado, f : @ — C una funcién holomorfa
en Q y continua en . Entonces se verifica:

@ |f| alcanza su maximo en la frontera de 2, es decir,
max{|f(z)| :z € Q} = max{|f(z)|:z € FrQ}

@ Sif no se anula en Q entonces el minimo de [f| también se
alcanza en la frontera, es decir,

min{[f(z)| :z € Q} = min{|f(2)| : z € FrQ}

@ Sif no es constante en Q y |f| es constante en Fr Q2 entonces f
se anula en algun punto de .
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Sea Q C R? abierto, ¢ : @ — R una funcién de clase €? en Q. Se
dice que ¢ es armdnica en Q si para todo (x,y) € Q2 se verifica

0%¢ 0%¢
W(va) + W(va) =0
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Sea Q C R? abierto, ¢ : @ — R una funcién de clase €? en Q. Se
dice que ¢ es armdnica en Q si para todo (x,y) € Q2 se verifica

0%¢ 0%¢
W(va) + W(va) =0
Representaremos por 4(£2) al conjunto de todas las funciones

armonicas en .
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Sea Q C R? abierto, ¢ : @ — R una funcién de clase €? en Q. Se

dice que ¢ es armdnica en Q si para todo (x,y) € Q2 se verifica
0%¢ 0%¢

— (X, —(,y)=0

2 )+ 5oz ()

Representaremos por 4 (2) al conjunto de todas las funciones
armonicas en .

Observa que aunque los nhombres “subarmoénica” y “armonica”
suenan parecidos, los conceptos que definen son totalmente
distintos, puesto que ser “subarmoénica” se define por una propiedad
global que involucra un promedio integral, mientras que ser
“arménica” es una propiedad local pues viene expresada por medio
de derivadas parciales.
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Relacion entre funciones armonicas y funciones

holomorfas

Seafe () yllamemos u = Ref, v =Imf. Entonces u,v son
armonicas en Q2 y ademas u,v € €°(Q).
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Relacion entre funciones armonicas y funciones

holomorfas

Seafe () yllamemos u = Ref, v =Imf. Entonces u,v son
armonicas en Q2 y ademas u,v € €°(Q).

Sea u una funcién arménica en Q. Entonces la funcién
au au
f iy) = —(X —i—(X, X +i Q
(Hiy) = oY) —igntey) X +iy e

es holomorfa en Q2.
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Relacion entre funciones armonicas y funciones

holomorfas

Seafe () yllamemos u = Ref, v =Imf. Entonces u,v son
armonicas en Q2 y ademas u,v € €°(Q).

Sea u una funcién arménica en Q. Entonces la funcién
au au
f iy) = —(X —i—(X, X +i Q
(Hiy) = oY) —igntey) X +iy e

es holomorfa en Q2.

En consecuencia toda funcién armonica es de clase €°.
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Acabamos de probar que la parte real de cualquier funcién holomorfa
es una funcién arménica.
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Acabamos de probar que la parte real de cualquier funcién holomorfa
es una funcién arménica.

¢ Es cierto el reciproco? Es decir, si tenemos una funciéon armonica ¢
en un abierto Q ¢ existe una funcion f holomorfa en  tal que ¢ sea la
parte real de f?
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Acabamos de probar que la parte real de cualquier funcién holomorfa
es una funcién arménica.

¢ Es cierto el reciproco? Es decir, si tenemos una funciéon armonica ¢
en un abierto Q ¢ existe una funcion f holomorfa en  tal que ¢ sea la
parte real de f?

En general esto no va a ser cierto y el que lo sea va a depender de
las propiedades topoldgicas del abierto 2. El siguiente resultado es
una primera respuesta a este problema.
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Sea © un dominio en C y supongamos que toda funcién holomorfa
en  tiene primitiva en €. Entonces toda funcion armoénica en Q es
la parte real de una funcién holomorfa en © (la cual es Unica salvo

una constante aditiva).
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Sea © un dominio en C y supongamos que toda funcién holomorfa
en  tiene primitiva en €. Entonces toda funcion armoénica en Q es
la parte real de una funcién holomorfa en © (la cual es Unica salvo

una constante aditiva).

Toda funcién armonica en un dominio estrellado es la parte real de
una funcion holomorfa en dicho dominio.
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Sea © un dominio en C y supongamos que toda funcién holomorfa
en  tiene primitiva en €. Entonces toda funcion armoénica en Q es
la parte real de una funcién holomorfa en © (la cual es Unica salvo

una constante aditiva).

Toda funcién armonica en un dominio estrellado es la parte real de
una funcion holomorfa en dicho dominio.

Una funcién u es arménica en un abierto 2 si, y sélo si, para todo
disco D(a, R) contenido en  existe una funcién holomorfa en dicho
disco, f; € #(D(a,R)), tal que u(x,y) = Refy(x +iy) para todo

X +iyeD(a,R).
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Igualdad de la media para funciones armonicas.

Las funciones armonicas verifican la igualdad de la media. Esto es,
dadosu € A(R),ac QYR > 0talque D(a,R) C Q entonces

1 ¢ :
u@) = > j u(a+ Re'")dt
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Igualdad de la media para funciones armonicas.

Las funciones armonicas verifican la igualdad de la media. Esto es,
dadosu € A(R),ac QYR > 0talque D(a,R) C Q entonces

1 ¢ :
u@) = > j u(a+ Re'")dt

Principio de extremo para funciones armonicas.

Sea u una funcién armdnica en un dominio € y supongamos que u
alcanza en algun punto de  un extremo relativo. Entonces u es
constante en Q.
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Principio de identidad para funciones armoénicas

Sean u y v dos funciones arménicas definidas sobre un dominio
tales que el conjunto donde coinciden tiene interior no vacio.
Entonces ambas funciones coinciden sobre todo .
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Principio de identidad para funciones armoénicas

Sean u y v dos funciones arménicas definidas sobre un dominio
tales que el conjunto donde coinciden tiene interior no vacio.
Entonces ambas funciones coinciden sobre todo .

Sea Q un dominio acotado, u una funciéon arménica en Q y continua
en Q. Entonces u alcanza el maximo y el minimo en la frontera de Q:

max{u(z):z € Q} =max{u(z):z € FrQ}
min{u(z):z € Q} =min{u(z):z € FrQ}
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Principio de identidad para funciones armoénicas

Sean u y v dos funciones arménicas definidas sobre un dominio
tales que el conjunto donde coinciden tiene interior no vacio.
Entonces ambas funciones coinciden sobre todo .

Sea Q un dominio acotado, u una funciéon arménica en Q y continua
en Q. Entonces u alcanza el maximo y el minimo en la frontera de Q:

max{u(z):z € Q} =max{u(z):z € FrQ}

min{u(z):z € Q} =min{u(z):z € FrQ}

En consecuencia si v es armonica en 2, continua en Q y coincide
con u en Fr 2, entonces v coincide con u en todo €.
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Teorema de la aplicacién abierta.

Una funcién holomorfa y no constante en un dominio es una
aplicacién abierta.
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Teorema de la aplicacién abierta.

Una funcién holomorfa y no constante en un dominio es una
aplicacién abierta.

Teorema de inversion local.

Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Q en el
que f’(a) # 0. Entonces existe un abierto U C Q que contiene al
punto a verificAndose que:
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Teorema de la aplicacién abierta.

Una funcién holomorfa y no constante en un dominio es una
aplicacién abierta.

Teorema de inversion local.

Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Q en el
que f’(a) # 0. Entonces existe un abierto U C Q que contiene al
punto a verificAndose que:

i) f esinyectivaen U ylaimagen f(U) =V es abierto.

Javier Pérez Gonzalez Métodos Matematicos | Propiedades locales de las funciones holomorfas



Teorema de la aplicacién abierta.

Una funcién holomorfa y no constante en un dominio es una
aplicacién abierta.

Teorema de inversion local.

Sea f una funcién holomorfa en un abierto €2, a un punto de Q en el
que f’(a) # 0. Entonces existe un abierto U C Q que contiene al
punto a verificAndose que:

i) f esinyectivaen U ylaimagen f(U) =V es abierto.

i) La funcién ¢ = (f|y)™*:V — C es holomorfa en V siendo
¢'(f(z))f'(z) = 1 paratodo z € U.
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Comportamiento local

Sea © un dominio, a un punto de Q y f una funcién holomorfa y no
constante en Q2. Sea m el orden del cero que tiene en el punto a la
funcion z — f(z) — f(a). Entonces existen § > 0y ¢ > 0 tales que
D(a,8) c Qy paratodow € D(f(a), e) \ {f(a)} se verifica que hay
exactamente m puntos zx € D(a,§), 1 <k <m, tales que f(zx) =w.
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto  y a un punto de .
Equivalen:

a) f'(a) #0
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto  y a un punto de .
Equivalen:

a) f'(a) #0

b) f es inyectiva en un entorno de a.
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto  y a un punto de .
Equivalen:

a) f'(a) #0

b) f es inyectiva en un entorno de a.
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Sea f una funcién holomorfa en un abierto  y a un punto de .
Equivalen:

a) f'(a) #0
b) f es inyectiva en un entorno de a.

Teorema de inversion global.

Sea f una funcién holomorfa e inyectiva en Q. Entonces f es una
biyeccidn biholomorfa de Q2 sobre f(2).
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